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1 引言
在图形图像处理，逆向工程等应用中，对无序散列点

进行三维重建一直是研究的热点问题。这个问题可归纳

成以下三个部分：在三维空间中对物体进行采样得到数据

点集；根据这些数据点建立物体模型；利用插入算法调整

模型逼近于数据点，尽可能使模型和真实数据点之间的误

差逼近于零。其中，数据点采样决定着整个建模的优劣。

然而当前的采样标准制定困难，很难总结成公式或是一套

定理，现有的大多数重建算法忽略了这个问题。如果数据

采样不当，则重建算法有可能产生失真。常见的失真出现

于模型的边缘范围，可以人工增加一些数据信息，或是调

整模型来消除这种失真现象。有一些失真情况是在数据

采样时，采样密度没有科学依据，会出现在曲线变化均匀

的情况下在低曲率附近选取很多不必要的数据点，从而造

成数据量变多，更使得重建算法计算量变大，这也是现今

建模中常见的问题之一。对于重建算法中出现的这些问

题，Nina Amenta[1-2]和 M.Gopi[3]等人提出了一些采样标准，

但是都没有具体算法步骤。因此，针对上述这些情况，提

出一种具体而有效的采样方法显得极为重要。

本文在总结前人研究的基础上，提出一种基于曲率分

析的三次 Bezier曲线采样方法。该方法首先对扫描数据点

进行三次 Bezier曲线拟合，获取三次 Bezier曲线的特征点，

在特征点处分割曲线并对曲线做曲率分析（即找出曲线上

的曲率极大值），最后对数据点采样。
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Abstract：In order to eliminate the shortcomings of large volumes data in three-dimensional modeling process, a fast and effi-

cient sampling method based on curvature analysis of cubic Bezier curve is presented. In the method, the characteristic points

and curvature maximum value of cubic Bezier curve are used as the reference standard of the sampling interval and density, the

sampling of curve includes contours and single contour. For contours, the correlative factors are characteristic points, curvature

minimum value of cubic Bezier curve, the interval between contours, and the length of curve. And for the single contours, the

correlative factors are characteristic points, curvature minimum value of cubic Bezier curve and the length of curve. According

to these factors, it calculates the number of sampling data. Some typical experimental results show that this method is feasible

and effective for the sampling of 3D modeling.
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摘 要：针对三维建模过程中数据量大的缺点，提出一种简单的基于曲率分析的三次Bezier曲线采样方法。该方法采用每

个分段的三次Bezier曲线的特征点和该段曲率半径的极小值作为采样密度的判断标准，曲线采样主要分为多层轮廓和单

一轮廓两种情况，对于多层轮廓，采样密度涉及到的因素有曲线特征点，曲率半径极小值，轮廓之间的间距，曲线的长度。

而对于单一轮廓，采样密度涉及到的因素有曲线特征点，曲率半径极小值，曲线的长度。通过以上因素，计算出采样点的

数目。实验结果证明，提出的方法可行有效，可用于三维建模的数据点采样。
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2 前期工作

2.1 拟合曲线
在获取到扫描的数据点之后，根据 LesA.Piegl[4] 和

WayneTiller[4]提出算法对数据点整理拟合成曲线表达。拟

合的曲线表达是采用的三次Bezier曲线[5]的定义式来实现。

2.2 三次 Bezier曲线特征点
特征点，定义为拐点和奇异点 [6-7]两种情况。拐点和奇

异点存在的条件都是曲线的曲率为零。由曲率定义式可

知，为零的情况只有定义式的分子为零，分子为零有以下

两种情况：曲线的一阶导数和二阶导数的叉乘为零，或者

是曲线的一阶导数为零并且二阶导数不为零。这样，当叉

乘为零时，得到的点称之为拐点。当属于第二种情况时，

得到的点称之为奇异点。针对这两种情况推导出曲线的

特征点的公式。

三次Bezier曲线的定义式如下：

C ( )t = å
i = 0

3

B3
i ( )t Pi tÎ[01] （1）

B3
i (t) =

3!
i!( )3 - i !

ti(1 - t)3 - i i = 0123 （2）

其中，Pi 为Bezier曲线的控制点。

当曲线位于XY平面上时，曲率可表示为：

k ( )t =
||C'(t)´ C"(t)

(|C'(t)|)3
（3）

设定：
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Ai = Pi + 1 - Pi i = 012

Dj = Aj + 1 - Aj j = 01

Ek = Dk + 1 - Dkk = 0

（4）

根据计算机辅助几何设计（CAGD）理论，可以满足

C'(t)´ C"(t) = 0 的参数 t所对应的点 C(t) 是曲线的拐点。对

于矢量 C'(t) 和 C"(t) ，可能引起其叉积为零的可能性有以

下两种情况：

当 C'(t)´ C"(t) = 0 并且 C'(t) ¹ 0 时，可以得到 k(t) = 0 。

此时在 t两侧且无限接近 t处对应的两个矢量 C'(t-)´ C"(t-)

与 C'(t+)´ C"(t+) 相对于 C'(t) 来说应具有相反指向，所以此

时的点 C(t) 被称为非奇异拐点。

当 C'(t)´ C"(t) = 0 并且 C'(t) = 0 时，可以得到 k(t) = 0/0,

这将导致人们无法计算此点处的曲率。根据 C'(t) 具有连

续性可知，此时的 C'(t-) 与 C'(t+) 相对于曲线来说应具有相

反指向。一般地，满足 C'(t) = 0 的点被称为曲线的奇异

点。奇异点是一种特殊的拐点。

设定：

ì

í

î
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o = A0x D0y - A0y D0x

p = D0x E0y - D0y E0x

q = A0x E0y - A0y E0x

（5）

则拐点相对应的参数 t表示如公式（6）所示：

t =
-q ± q2 - 4po

2p
(tÎ[ ]01 ) （6）

当 C'(t) = 0 时，可推出奇异点对所应的参数 t如公式（7）

所示：

t =
-D0x ± D0x

2 - A0x E0x

E0x

=
-D0y ± D0y

2 - A0y E0y

E0y

（7）

由公式（6）和（7）中，计算特征点的参数值 t，最后代入

公式（1）中求出特征点的坐标值。

2.3 数据点采样
在本节中，采样过程可概括为三个部分：在特征点处

分割曲线；曲率分析；数据点采样。为了确保每一段曲线

中不存在特征点的情况，在采样之前，必须在特征点处分

割曲线。在分割的基础上，对每一段曲线做曲率分析，获

取每一段曲线的曲率的极大值，即曲率半径的极小值。分

割后的曲线曲率变化可归纳为四种情况及每种情况的判

断条件如表 1所示。

2.3.1 曲线分割

本节里，利用 de Casteljau[8]分割递推算法对曲线分

割。de Casteljau递推计算公式表示如下：

P k
i =

ì
í
î

Pik = 0

(1 - t)P k - 1
i + tP k - 1

i + 1k = 12n ; i = 01n - k
（8）

对于三次 Bezier 曲线，只需求 (P1
0P1

1P1
2P 2

0P 2
1 ) 。分

割后曲线的控制点变为 [P0P1
0P 2

0Q(t)]和 [Q(t)P 2
1P1

2P3]，

这里 Q(t) 为特征点坐标，P0P3 为Bezier曲线的首末控制点。

2.3.2 曲率分析

如表 1 所示，在分割后曲线曲率变化只有四种情况。

每一种情况有不同的判断条件。这里，定义曲线首末两端

的参数值分别为 t0 和 t1, t2 为 t0 和 t1 的中间值，具体判断如下。

根据曲率和曲率导数的定义式，首先计算出首末端点

和中间点的曲率和曲率导数分别为 k(t0), k(t1), k(t2) 和 k ′(t0),

k ′(t1), k ′(t2) 。详细如表 1所示。

通过上述条件，可判断曲线曲率变化属于哪一种情

况，当属于第一种或第二种或第四种情况时，曲率的极大

值位于端点处。其中第三种情况包括两种类型：曲率由大

变小再变大；曲率由小变大再变小；如果属于第一种类型，

运用表 1 中的判断条件直接算出曲率极大值，如果属于第

二种类型，运用二分法计算出曲率极大值。

2.3.3 采样

采样密度（间隔）取决于曲率半径的极小值。如果采

样的图形只有一条轮廓，则采样密度为每一段曲线长度除

以曲率半径的值和该段曲线长度开平方的值相比较下的

最小值（这里所说的曲线是每四个控制点控制的一段曲

线）；如果是多层轮廓，则采样的密度为曲率半径的极小值

判断条件

k(t0)> k(t1)

k ′(t0)*k ′(t1)> 0 or k ′(t0)*k ′(t1) = 0

k(t0)< k(t1)

k ′(t0)*k ′(t1)> 0 or k ′(t0)*k ′(t1) = 0

k(t0)> k(t2) and k(t1)> k(t2)

k(t0)< k(t2) and k(t1)< k(t2)

类型

表 1 曲线曲率变化情况判断
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和轮廓间的距离相比较下的最小值。采样原则详细如下。

（1）数据为多层轮廓时

设采样密度为 d ，采样点数为 N ，每四个控制点控制

的曲线段长度为 length ，该段曲率半径为 r ，轮廓之间的距

离为 l ，则 d = min(r l) 。采样点个数 N = length/d ，参数值

t 的变化间隔 t = t + 1/N 。

（2）数据为一层轮廓时

设采样点数为 N ，每四个控制点的曲线段长度为

length ，该段曲率半径为 r ，d1 = length/r ，d2 = length ，则

N = max(d1d2) 。参数值 t 的变化间隔 t = t + 1/N 。

采样具体算法如下：

输入：

sum：物体原始轮廓数目；

r：分段三次Bezier曲线的曲率半径极小值；

interval：轮廓之间的间距；

L：每一条分段三次Bezier曲线的长度；

输出：

d：采样密度；

N：采样点的数目；

k：曲线参数 t的变化率；

算法：

if（sum>1）

if（r>1e6） d=interval/4；

else

if（interval>r） d=r；

else d=interval；

N=L/d；

k=1/N；

else

a=sqrt（L）；

b=L/R；

if（a>b） d=a；

else d=b；

N=L/d；

k=1/N；

end

根据如上算法，针对不同情况计算出曲线参数值 t 的

变化率后，t 在 0 到 1 之前取值，变化率为 1 N ，代入三次

Bezier曲线的表达式，计算出曲线采样点坐标值。

3 算法概述
根据前面几节内容，采样算法可分为如下几个步骤：

步骤 1 对原始数据进行三次 Bezier曲线拟合，拟合误

差自由选定。

步骤 2 对每一段三次 Bezier 曲线，执行特征点算法，

求出曲线特征点。

步骤 3 运用 de Casteljau 分割递推算法在特征点处对

三次Bezier曲线分割。

步骤 4 对分割后的每一段曲线进行曲率分析，求出每

一段曲线的曲率极大值。

步骤 5 根据 2.3节中提出的采样标准进行数据点采样。

4 实验结果
实验结果为均匀三次分段 Bezier 周期曲线，三次分段

Bezier非周期曲线两种类型。图 1~图 3分别表示非均匀节

点矢量和均匀节点矢量下对数据拟合后采样的结果，图 1

和图 2 的数据来源于仪器扫描获取的山体数据，图 3 的数

据来源于软件中通过自由点击鼠标获取控制点从而拟合

成曲线。图 1，2 中的（a），（b）分别表示原始数据和数据采

样后的结果显示。图 3 中的（a），（b）分别表示三次非周期

Bezier 曲线和数据采样后的结果显示。表 2 显示了图 1 到

图 3中数据点数和采样后数据点数的对比。

（1）均匀三次分段Bezier周期曲线

（2）均匀三次分段Bezier非周期曲线

5 结论
本文在分析三次 Bezier 曲线曲率的基础上，提出了一

种基于曲率分析的三次 Bezier 曲线采样方法。结合三次

Bezier 曲线形状特征点的算法，给出一种针对三维数据建

（a）原始数据点 （b）采样数据点

图 1 均匀三次分段 Bezier周期曲线的采样结果

（a）原始数据点 （b）采样数据点

图 2 均匀三次周期 Bezier曲线的采样结果

（a）原始数据点

（b）采样数据点

图 3 均匀三次分段 Bezier非周期曲线的采样结果

详细信息

图 1

图 2

图 3

原始数据点的数目

（1 276），（208）

（268），（68）

255

采样后点的数目

（346），（62）

（79），（35）

69

表 2 图 1到图 3中原始数据点数和采样后点数对比
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