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基于新型Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片的Ｇ１ 连续曲面拼接

张华阳，张志毅＋，杨　龙

（西北农林科技大学 信息工程学院，陕西 杨凌７１２１００）

摘　要：为有效解决构造光滑曲面的三角网格插值问题，将Ｇｒｅｇｏｒｙ四边形面片的易控性嫁接到Ｂéｚｉｅｒ三 角 面 片 上，提 出

一种新型双三次Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片的插值模型。因为公共边界处的Ｇ１ 连续仅取决于２个相邻三角面片的控制点或向量，而

无其它连续性限制，所以，该方法可有效 消 除 使 用Ｇｒｅｇｏｒｙ四 边 形 面 片 时 需 分 割 三 角 域 产 生 的 扭 曲 现 象。实 验 结 果 表 明，

使用该模型对给定的三角网格进行插值，总能生成Ｇ１ 连续的光滑曲面。
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中图法分类号：ＴＰ３９１．４１　 文献标识号：Ａ　文章编号：１０００－７０２４ （２０１４）０９－３１１９－０４

收稿日期：２０１３－１１－０５；修订日期：２０１４－０１－１１

基金项目：国家８６３高技术研究发展计划基金项目 （２０１３ＡＡ１０２３０４０２）；中央高校基本科研业务费基金项目 （ＱＮ２０１３０５４）；国家自然科学

基金项目 （６１２０２１８８）

作者简介：张华阳 （１９８７－），男，河南开封人，硕士研究生，研究方向为计算机图形学；＋通讯作者：张志毅 （１９７４－），男，山西运城人，

副教授，ＣＣＦ会员，研究方向为计算机辅助设计与图形学；杨龙 （１９８２－），男，陕西宝鸡人，博士，研究方向为计算机图形学与虚拟现实。

Ｅ－ｍａｉｌ：５１２９４３７０３＠ｑｑ．ｃｏｍ

Ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｏｆ　Ｇ１　ｓｍｏｏｔｈ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　Ｇｒｅｇｏｒｙ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｐａｔｃｈｅｓ

ＺＨＡＮＧ　Ｈｕａ－ｙａｎｇ，ＺＨＡＮＧ　Ｚｈｉ－ｙｉ＋，ＹＡＮＧ　Ｌｏｎｇ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ　ｏｆ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ　Ａ　ａｎｄ　Ｆ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｙａｎｇｌｉｎｇ　７１２１００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｏ　ｓｏｌｖｅ　ｔｈｅ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｍｅｓｈ　ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｏｆ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ　ａ　ｓｍｏｏｔｈ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ，ａ　ｎｏｖｅｌ　ｂｉ－ｃｕｂｉｃ　Ｇｒｅ－

ｇｏｒｙ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｐａｔｃｈ　ｆｏｒ　ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ｗａｓ　ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ　ｂｙ　ｇｒａｆｔｉｎｇ　ｔｈｅ　ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　Ｇｒｅｇｏｒｙ　ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ　ｐａｔｃｈ　ｉｎｔｏ

Ｂéｚｉｅｒ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｐａｔｃｈ．Ｂｅｃａｕｓｅ　Ｇ１　ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ　ａｔ　ｔｈｅ　ｃｏｍｍｏｎ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｄｅｐｅｎｄｓ　ｏｎｌｙ　ｏｎ　ｔｗｏ　ａｄｊａｃｅｎｔ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｐａｔｃｈｅｓ’ｃｏｎｔｒｏｌ

ｐｏｉｎｔ　ｏｒ　ｖｅｃｔｏｒ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｏｔｈｅｒ　ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ　ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ　ｍｅｔｈｏｄ　ｃａｎ　ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ　ｅｌｉｍｉｎａｔｅ　ｔｈｅ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｓｐｌｉｔｉｎｇ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｄｏ－

ｍａｉｎ　ｗｈｉｃｈ　ｅｍｅｒｇｅ　ｗｈｅｎ　Ｇｒｅｇｏｒｙ　ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌ　ｐａｔｃｈ　ｉｎ　ｕｓｅｄ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｎｅｗ　ｂｉ－ｃｕｂｉｃ　Ｇｒｅｇｏｒｙ

ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｐａｔｃｈ　ｉｓ　ｕｓｅｄ　ｉｎ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｍｅｓｈ　ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ａ　Ｇ１ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｓｍｏｏｔｈ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｃａｎ　ａｌｗａｙｓ　ｂｅ　ｇｅｎｅｒａｔｅｄ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｍｅｓｈ　ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ；ｓｍｏｏｔｈ　ｓｕｒｆａｃｅ；Ｇｒｅｇｏｒｙ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｐａｔｃｈ；Ｇ１　ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ

０　引　言

在逆向工程、电 脑 动 画 和 地 质 建 模 等 应 用 领 域 中，构

造Ｇ１ 连续的光滑曲面是基本要求之一。通过相邻面片间的

拼接，在其公共 边 界 每 个 控 制 点 处 有 相 同 的 切 平 面，保 证

其Ｇ１ 连续［１］。目前最常用的拼接方法：四边域曲面和三角

域曲面。郝茹等［２］采 用 双 四 次 有 理Ｂｅｚｉｅｒ曲 面 拼 接 算 法 来

构造Ｇ１ 连续光滑曲面；随后高占恒等［３］采用Ｂ样条曲面以

及施侃乐等［４］采用周期Ｂ样 条 曲 面 构 造 一 阶 几 何 连 续 光 滑

曲面；Ｒ．Ｔ．Ｆａｒｏｕｋｉ等［５］采 用Ｃｏｏｎｓ曲 面 和 Ｋｏｕｉｃｈｉ　Ｋｏｎｎｏ

等［６］采用Ｇｒｅｇｏｒｙ面片分别对曲面进 行 拼 接 构 造 光 滑 曲 面，

但是他们采用 的 方 法 有 一 定 的 局 限 性［７］，不 能 满 足 任 意 的

拓扑结构。传 统 的 Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片 和Ｂéｚｉｅｒ三 角 面 片［８］

能够自由、灵活 地 表 示 任 意 拓 扑 结 构，但 是 并 不 能 保 证 在

任意情况下的Ｇ１ 连续。

在本文中，我们采用张志毅［９］提出的新双三次Ｇｒｅｇｏｒｙ
三角面片对给 定 的 数 据 进 行 插 值，它 不 仅 满 足 局 部 性，而

且满足任意三角形［９］或 者 四 边 形 曲 线 曲 面 的 拼 接 并 能 够 达

到Ｇ１ 连续。

１　Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片

新的Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片 的 几 何 定 义 请 参 考 文 献 ［１０］，

其中 Ｇ为 Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片 的 控 制 节 点 或 控 制 网。如 图１

所示：Ｇ中的每个点称为控制点，例如，｛Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２｝为

角控制 点， ｛Ｐ０１，Ｐ１０，Ｐ１２，Ｐ２１，Ｐ２０，Ｐ０２｝为 边 界 控 制

点，｛ｑ０１，ｑ１０，ｑ１２，ｑ２１，ｑ２０，ｑ０２｝为内部控制点。所有的
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控制点可分为３个控制单元。

图１　Ｇｒｅｇｏｒｙ三角控制网格

在三角面片中，我们用ＧＮＴ（ｕ，ｖ）表 示 在 这 个 三 角 形

重心坐标 （ｕ，ｖ）中各个点的位置，那 么ＧＮＴ（ｕ，ｖ）函 数

可表示为

ＧＮＴ（ｕ，ｖ）＝ｗ３　Ｐ０＋ｕ３　Ｐ１＋ｖ３　Ｐ２＋　　　　　　　　

３　ｗ２　ｕＰ０１＋３　ｗ２　ｖＰ０２＋３ｕ２　ｗＰ１０＋３ｕ２　ｖＰ１２＋

３ｖ２　ｗＰ２０＋３ｖ２　ｕＰ２１＋６ｕｖｗＱ （１）

其中ｕ＋ｖ＋ｗ＝１，Ｑ０，Ｑ１，Ｑ２ 同 一 个 控 制 单 元 内 一 个 角

控制点相应的２个内部控制点的混合函数，它们表示为

Ｑ０ ＝ｕｑ０１＋ｖｑ０２ｕ＋ｖ

Ｑ１ ＝ｖｑ１２＋ｗｑ１０ｖ＋ｗ
（２）

Ｑ２ ＝ｗｑ２０＋ｕｑ２１ｗ＋ｕ
那么Ｑ＝ｗＱ０＋ｕＱ１＋ｖＱ２。

我们利用这 种 新 的 Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片 对 给 定 的 数 据 进

行插值，实现Ｇ１ 连续的光滑曲面［９］。

２　Ｇ１ 连续性条件

一个满足Ｇ１ 连续性条件的曲面具有以下特性：在这个

曲面的任意一点，只有唯一一条 法 线。为 了 保 证 全 局 的Ｇ１

连续性，我们需要保证２个相邻面片的公共边界能够连续。

相邻Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片间的连续性：２个相邻的Ｇｒｅｇｏ－

ｒｙ三角面片Ｓ１ 和Ｓ２ 如图２所示。２个相邻面片之间的公共

边界曲线分别定 义 了 四 边 界 控 制 点： ｛Ｐ０＝Ｐ’０，Ｐ０２＝Ｐ’０２，

Ｐ２０＝Ｐ’２０，Ｐ２＝Ｐ’２｝。

图２　两相邻Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片

为了能够更加容易、清楚的对其表述，我们将Ｇｒｅｇｏｒｙ

三角面片转化为 （ｕ，ｖ）２个 变 量 表 达 式。用Ｓｕ 表 示ｕ方

向的偏导数，Ｓｖ 表示ｖ方向的偏导数，那么两相邻Ｇｒｅｇｏｒｙ

三角面片Ｓ１ 和Ｓ２ 满足Ｇ１ 连续的充分必要条件，即方程

Ｓ２ｕ（０，ｖ）＝ｋ（ｖ）Ｓ１ｕ（０，ｖ）＋ｈ（ｖ）Ｓ１ｖ（０，ｖ） （３）

这里，ｋ（ｖ）和ｈ（ｖ）是有关ｖ的标量函数，即公式：

ｋ（ｖ）＝ｋ０（１－ｖ）＋ｋ１ｖ

ｈ（ｖ）＝ｈ０（１－ｖ）＋ｈ１ｖ （４）

式中：ｋ０，ｋ１，ｈ０，ｈ１———任意实数。

如果式 （３）中 的Ｓ２ｕ（０，ｖ），Ｓ１ｕ（０，ｖ），Ｓ１ｖ（０，ｖ）于

Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ多项式两三角面片的Ｇ１ 连续条件，即方程

∑
２

ｊ＝０
Ｂ２ｊ（ｖ）Ｆｊ ＝ｋ（ｖ）∑

２

ｊ＝０
Ｂ２ｊ（ｖ）Ｅｊ＋ｈ（ｖ）∑

２

ｊ＝０
Ｂ２ｊ（ｖ）Ｄｊ （５）

这里，Ｂ２ｊ（ｖ），ｊ＝０，１，２为 二 次Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基 底 函 数，

并且有

Ｆ０ ＝Ｐ０１－Ｐ０

Ｆ１ ＝ （１－ｖ）（ｑ０２－Ｐ０２）＋ｖ（ｑ２０－Ｐ０２）

Ｆ２ ＝Ｐ２１－Ｐ２０

Ｅ０ ＝Ｐ′０１－Ｐ′０ （６）

Ｅ１ ＝ （１－ｖ）（ｑ′０２－Ｐ′０２）＋ｖ（ｑ′２０－Ｐ′０２）

Ｅ２ ＝Ｐ′２１－Ｐ′２０

Ｄ０ ＝Ｐ′０２－Ｐ′０

Ｄ１ ＝Ｐ′２０－Ｐ′０２

Ｄ２ ＝Ｐ′２－Ｐ′２０

Ｆｊ，Ｅｊ，Ｄｊ 称 为 相 邻 控 制 点 对 的 向 量 组，Ｆｊ，Ｅｊ 为

交叉切向量，Ｄｊ 为公共边界切向量。

对条件方程 （５）进 行 求 解，可 得 两 三 角 面 片 间 的 Ｇ１

连续性条件，即方程组

Ｆ″０ ＝ｋ０Ｅ″０＋ｈ０Ｄ０

Ｆ″３ ＝ｋ１Ｅ″３＋ｈ１′Ｄ２

Ｅ″１ ＝ （Ｅ″０＋Ｅ″３＋Ｄ２）／２

Ｅ″２ ＝ （Ｅ″０＋Ｅ″３＋Ｄ２－２　Ｄ１）／２ （７）

Ｆ″１ ＝ （２ｋ０Ｅ″１＋ｋ１Ｅ″０＋ｈ１Ｄ０＋２ｈ０Ｄ１－Ｆ″０）／２

Ｆ″２ ＝ （２ｋ１Ｅ″２＋ｋ０Ｅ″３＋２ｈ１′Ｄ１＋ｈ０′Ｄ２－Ｆ″３）／２

从式 （７）可得到，沿着公共边界的２个相邻三角面 片

的Ｇ１ 连续是由边界控制点和内部控制点确定的，只是沿着

共同的边 界 曲 线 通 过 调 整 四 个 内 部 控 制 点 的 位 置 对２个

Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片进行拼接，产生Ｇ１ 连续的光滑表面。

图３表示２个 相 邻 面 片 的 拼 接，图 中 垂 直 面 片 的 线 表

示控制点所对应的 法 线。图３ （ａ）表 示２个 面 片 在 公 共 边

界线处具有相同起点 的 法 线 不 是 一 致 的，导 致 Ｇ１ 不 连 续，

图３ （ｂ）表示２个 面 片 在 公 共 边 界 线 处 的 法 线 是 一 致 的，

Ｇ１ 连续。从扩大部分可见，图３ （ａ）的曲率等值面与曲面

交线是不连续的，而图３ （ｂ）的 曲 率 等 值 面 与 曲 面 交 线 是

连续的。

·０２１３·
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图３　２个相邻三角面片

３　实验结果

由于Ｇｒｅｇｏｒｙ三角 面 片 插 值 方 法 不 能 直 接 用 于 上 述 情

况，需要预 处 理 原 始 网 格，将 基 本 的 三 角 面 片［１１］调 整 为

Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片，然后使用Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片进行插值生

成Ｇ１ 光滑曲面 的 过 程［１２］，即：①为 每 一 个 三 角 面 片 的 控

制顶点生成一个统 一 的 法 向 量。②为 三 角 面 片 的 每 条 边 界

生成边界控制点。③计算每个面 片 的 内 部 控 制 点。根 据Ｇ１

连续条件 的 式 （８），可 以 计 算 出 相 对 应 的 内 部 控 制 点。④
插值 每 个 Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片 控 制 网 格。根 据 ＧＮＴ （ｕ，ｖ）

（式 （１））中 （ｕ，ｖ）步 长 的 选 择，对 形 体 的 全 局 Ｇｒｅｇｏｒｙ
三角控制网格插值，并构造出Ｇ１ 连续的光滑形体表面。

通过上述介绍的 方 法 对 形 体 曲 面 的 三 角 形 控 制 网 格 进

行插值，生成Ｇ１ 连 续 光 滑 曲 面。４个 实 例 形 体 的 Ｇ１ 光 滑

表面重建结果如图４～图７所示。

图４为ｃｏｗ的 Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片 的 插 值 过 程，■表 示

角控制点，▲表 示 边 界 控 制 点，●表 示 内 部 控 制 点。图４
（ａ）为相邻两三 角 面 片 的 原 始 控 制 点，图４ （ｂ）为 局 部 两

相邻三角面片通过上述的步骤 （２）、步 骤 （３）计 算 获 得 边

界控制 点 和 内 部 控 制 点，组 成 相 应 的 Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片，

图４ （ｃ）为全局的控 制 网 格 所 组 成 的ｃｏｗ模 型，图４ （ｄ）

为插值过后得到的Ｇ１ 光滑曲面。

由于模型中组成 三 角 面 片 的 原 始 控 制 点 以 及 通 过 对 原

始的三角面片进行预 处 理 得 到 的 Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片 与ｃｏｗ
模 型中（ａ）（ｂ）的 相 似，图５～图７分 别 表 示 其 相 应 的 全

局控制网格所组成的模型以及插值后得到的光滑曲面结果。

４　结束语

Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片插值方法为构造光滑连续的形体表面

图４　ｃｏｗ的Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片插值过程

图５　ｓｐｈｅｒｅ的Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片插值
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图６　ｃｈｅｓｓ的Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片插值

图７　ｄｉｎｏｓａｕｒ的Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片插值

提供了新的途径，随 着 对 三 维 模 型 形 体 设 计 要 求 的 不 断 提

高，不仅要求光滑甚 至 要 求 三 维 模 型 形 体 表 面 达 到 一 定 的

光滑标准，因此对形 体 表 面 造 型 技 术 的 基 础 研 究 仍 然 有 很

大需 求。相 比 传 统 的 Ｇｒｅｇｏｒｙ三 角 面 片，采 用 新 双 三 次

Ｇｒｅｇｏｒｙ三角面片插值方法构造Ｇ１ 连续的光滑表面，仅仅通

过调整所产生的相邻内部控制点，而没有改变原始的顶点信

息。实验结果 表 明 了 该 插 值 方 法 不 仅 能 够 重 建 任 意 拓 扑 结

构，而且还可以使用原始数据产生令人满意的光滑表面。

今后的研 究 方 向 可 以 生 成 更 加 光 滑 （二 阶 几 何 连 续）

的三维模型形体 表 面，从 三 维 模 型 的 形 体 点 云 和 控 制 网 格

以及曲面的高阶 几 何 连 续 拼 接 条 件 为 前 提，对 生 成 高 质 量

的形体曲面做更加深入的研究。
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